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1. FUNGSI DENGAN PEUBAH BANYAK 

 

 

1.1 Tujuan Praktikum 

Setelah mempelajari materi ini, mahasiswa dapat melakukan 

komputasi dengan bantuan Maple untuk menentukan domain, 

nilai, dan grafik fungsi n peubah. 

1.2 Ruang Lingkup Materi 

 Pengertian fungsi n peubah 

 Grafik fungsi n peubah 

 Domain dan nilai fungsi n peubah 

1.3 Sintaks Maple Fungsi n Peubah 

Sebuah operator fungsional pada Maple adalah bentuk khusus 

dari prosedur. Operator fungsi ditulis menggunakan notasi 

panah. 

            

Vars adalah urutan nama peubah (atau peubah tunggal) dan 

hasilnya adalah hasil dari prosedur yang bekerja pada vars. 

Contohny 

     
(   )        

(     )         

Suatu fungsi yang didefinisikan dengan  (   )        ditulis: 
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  (   )        

Menentukan nilai fungsi f di titik (   ) ditulis: 

 (   ) 

Suatu fungsi yang didefinisikan dengan  (     )        

ditulis: 

  (   )        

Menentukan nilai fungsi f di titik (     ) ditulis: 

 (     ) 

Grafik fungsi dua peubah merupakan grafik yang berbentuk tiga 

dimensi dengan sintaks pada Tabel 1.1. 

Tabel 1. 1 Sintaks Grafik Tiga Dimensi 

Perintah Parameter 

plot3d(expr, x=a..b, 

y=c..d, opts) 

plot3d(f, a..b, c..d, 

opts) 

plot3d([exprf, 

exprg, exprh], 

s=a..b, t=c..d, opts) 

plot3d([f, g, h], a..b, 

c..d, opts) 

expr  ekspresi dalam x dan y. 

f,g,h  Operator 

exprf, exprg, 

exprh 

ekspresi dalam s dan t 

a,b konstanta real, prosedur 

atau ekspresi dalam y 

c,d konstanta real, prosedur 

atau ekspresi dalam x 

x,y,s,t Nama 

Opts Opsional 

 

Domain dari fungsi dua peubah adalah daerah dua dimensi. Jika 

daerah tersebut merupakan pertidaksamaan, maka dapat 

digambar dengan sintaks:  

inequal(pertidaksamaan, xspec, yspec, options) 
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1.4 Materi 

1.4.1 Pengertian Fungsi n Peubah 

Fungsi dengan peubah banyak atau fungsi lebih satu peubah 

merupakan suatu konsep perluasan fungsi. Fungsi dengan 

peubah banyak disebut juga fungsi n peubah. 

Definisi 1.1 

Suatu fungsi n peubah adalah suatu himpunan pasangan terurut 

yang berbentuk (   ) dimana tidak ada dua pasangan terurut 

yang berlainan mempunyai elemen pertama yang sama. P adalah 

titik di ruang n – dimensi dan z suatu bilangan real. Himpunan 

semua nilai P yang memungkinkan disebut domain fungsi dan 

himpunan semua n dan z yang memungkinkan disebut nilai 

fungsi. 

 (             ) adalah suatu titik di   . z adalah suatu 

bilangan real yang jika berhubungan dengan P maka ditulis 

dengan  ( ) atau  (             ). Suatu fungsi n peubah f 

dapat didefinisikan oleh persamaan 

   (             ) 

1.4.2 Fungsi Dua Peubah 

Misalnya  (   ) di    maka nilai fungsi dapat dinyatakan 

sebagai  ( ) atau  (   ). Fungsi tersebut disebut sebagai fungsi 

dua peubah f dan ditulis 

   (   ) 

Peubah x dan y adalah peubah bebas sedangkan peubah z adalah 

peubah tak bebas (peubah terikat). 
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Misalnya fungsi f didefinisikan oleh  (   )  √        .  

Kita dapat menuliskan fungsi f dalam bentuk    (   ) dengan 

x dan y adalah peubah bebas dan z adalah peubah tak bebas. 

Domain fungsi f seringkali tidak dituliskan dalam soal atau 

contoh soal. Jika demikian, maka domain dari f diasumsikan 

sebagai himpunan semua pasangan (   )  yang merupakan 

bilangan real yang terdefinisi dengan baik. 

Karena fungsi f merupakan fungsi dua peubah, maka domain-nya 

adalah himpunan bagian dari    dan daerah nilainya merupakan 

himpunan bagian dari R. 

1.4.3 Grafik Fungsi Dua Peubah 

Secara grafik, fungsi dua peubah dapat didefinisikan sebagai 

berikut: 

Definisi 1.2 

Jika f adalah fungsi dua peubah dengan domain D, maka grafik f 

adalah himpunan semua titik (     ) di    sedemikian rupa 

sehingga    (   ) dan (   ) berada di D. 

Fungsi f yang didefinisikan  (   )  √         dapat 

digambarkan dengan bantuan Maple dengan urutan perintah 

sintaks sebagai berikut: 

1) Tuliskan fungsi berikut kemudian tekan enter: 

 
2) Tuliskan plot berikut kemudian tekan enter: 

 
Pemilihan nilai batas dalam hal ini -5...5 dapat dilakukan 
sembarang, yang terpenting adalah grafik tersebut dapat 
dilihat dengan jelas domain dan hasilnya. 
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3) Hasilnya akan terlihat pada Gambar 1.1 berikut ini. 

 

Gambar 1. 1 Grafik f(x,y)=√(16-x^2-y^2 ) 

 

1.4.4 Domain dan Nilai Fungsi Dua Peubah 

Grafik fungsi f pada Gambar 1.1 berbentuk tiga dimensi yaitu 

berada di    . Domain fungsi f  dapat dilihat dalam Gambar 1.2 

berupa daerah yang dibatasi oleh lingkaran pada sumbu x dan y 

(sumbu horizontal) yang berpusat di (0,0) sedangkan daerah 

nilainya berada di sumbu z (sumbu vertikal). Dari Gambar 1.2 

juga dapat dilihat bahwa lingkaran tersebut memiliki jari-jari 4 

satuan. Dengan mengingat rumus umum lingkaran, maka domain 

fungsi f dapat ditulis: 

  *(   )         +. 

Secara aljabar, fungsi f hanya terdefinisi jika            

sehingga domain-nya dapat juga ditulis: 

  *          + 
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dan dapat digambarkan dalam grafik berikut ini. 

 
 

 

Gambar 1. 2 Domain f(x,y)=√(16-x^2-y^2 ) 

Daerah nilai/hasil dari fungsi f dapat dengan jelas dilihat pada 

Gambar 1.1 yaitu berada di sumbu z dalam interval      . 

Daerah nilai dapat ditulis: 

*       + 

Nilai fungsi  (   )  √         pada suatu titik (   ) dapat 

dihitung dengan menggunakan bantuan Maple. Misalnya 

tentukan nilai f di titik (    ). Prosedur penyelesaian dengan 

menggunakan Maple adalah sebagai berikut: 

1) Tuliskan , kemudian tekan 

enter. 

2) Tuliskan  , kemudian tekan enter. 

Hasilnya  
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3) Jika nilai hasil yang diinginkan berbentuk desimal, maka 

kita tuliskan , kemudian tekan enter. 

Hasilnya . 

■ 
Contoh Soal 1.3 

Didefinisikan fungsi  (   )          . Tentukan: 

a.  (   ) 
b.  (    ) 
c. Grafik fungsi g 

d. Domain dan daerah hasil fungsi g 

Penyelesaian: 

Penyelesaian dilakukan dengan menggunakan bantuan Maple 

dengan terlebih dahulu menuliskan definisi fungsi sebagai 

berikut: 

>  
 
Untuk menjawab pertanyaan bagian a dan b dengan cara 
menuliskan: 
 

 
 

 
 

Untuk menjawab pertanyaan bagian a dan b dengan cara 
menuliskan: 
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Gambar 1. 3 Grafik g(x,y)=12-6x-3y 

 
Untuk menjawab pertanyaan bagian d, kita sudah mengetahui 

bahwa fungsi g merupakan fungsi linear, sehingga memiliki 

domain pada seluruh titik (   ) di    dan daerah hasilnya pada 

seluruh z di R.  

■ 
Contoh Soal 1.4 

Didefinisikan fungsi  (   )    ( )    . Tentukan: 

a.  (        ) 
b.  (    ) 
c. Grafik fungsi h 

d. Domain dan daerah hasil fungsi h 

Penyelesaian: 

Penyelesaian dilakukan dengan menggunakan bantuan Maple 

dengan terlebih dahulu menuliskan definisi fungsi sebagai 

berikut: 
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>  
 

Bagian a dan b diselesaikan dengan menuliskan: 
 

 

 
 

Jika hasil yang diharapkan berbentuk desimal, maka tuliskan: 
 

 

Bagian c dapat diselesaikan dengan menggambar grafik. 

Tuliskan: 
 

 
Gambar 1. 4 Grafik h(x,y)=ln(x)+y^2 

Bagian d dapat diselesaikan dengan melihat gambar dan fungsi 
itu sendiri. Fungsi h merupakan fungsi logaritma natural dimana 
   . Untuk mengecek kebenarannya, Anda dapat menuliskan: 
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Error, (in ln) numeric exception: division 
by zero 
 
Dengan demikian, domain fungsi h adalah sebagai berikut: 

  *(   )              + 

Nilai  (   )    ( )     terdapat pada sumbu z sehingga 

daerah hasilnya adalah bilangan R. 

■ 
 

Contoh Soal 1.5 

Didefinisikan fungsi  (   )  
 

        
. Gambarkan grafik fungsi 

k, domain, dan daerah hasilnya. 

 

Penyelesaian: 

Fungsi k ditulis sebagai berikut: 

>  

 

Untuk mendapatkan grafik fungsi k ditulis sebagai berikut: 
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Gambar 1. 5 Grafik k(x,y)=1/(16+x^2+y^2 ) 

 
Ekspresi fungsi h mengharuskan          . Oleh karena 
itu, domain fungsi h adalah sebagai berikut: 

  *(   )               + 
 
Berdasarkan Gambar 1.5 dapat dilihat bahwa fungsi h memiliki 
nilai maksimum pada domain (0,0) yaitu 0.0625 dan nilai 
minimum mendekati bilangan 0. Anda dapat mengecek nilai 
tersebut dengan menuliskan: 
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Dengan demikian daerah hasil fungsi h adalah [0.0625,0). 
■ 

 
Contoh Soal 1.6 

Tentukan nilai fungsi  (   )        berikut ini untuk 
*(   )                      + 

Penyelesaian: 
Nilai fungsi f pada soal ini dibatasi pada domain  
*(   )                      +. Untuk lebih jelas 
tentang nilai fungsi f, kita dapat melihat visualisasi grafik fungsi f 
dengan menggambarkannya di Maple. Terlebih dahulu tulislah 
fungsi f berikut ini. 
 

>  
 

Selanjutnya, gunakan sintaks plot3d dengan batas domain yang 

diminta oleh soal yaitu (0,5) untuk sumbu x dan (1,3) untuk 

sumbu y. 

 
 
Hasil eksekusi Maple dapat dilihat pada Gambar 1.6 berikut 
ini. 
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Gambar 1. 6 Grafik f(x,y)=x^3+2y 

 
Dimanakah letak nilai  (   )        untuk  
*(   )                      + pada Gambar 1.6? Ya, 
Anda benar, nilai fungsi f tersebut berada pada garis vertikal pada 
box. Gambar output Maple memang tidak secara eksplisit 
memberikan nilai titik pojok box, sehingga kita secara eksplisit 
menentukan batas nilai daerah hasil dengan menghitungnya terhadap 
fungsi. Batas bawah domain adalah titik (0,1) dan batas atasnya 
(5,3). Dengan bantuan Maple diperoleh: 

 
 

 
 

Dengan demikian, Nilai fungsi f dengan domain *(   )     
                 + adalah 

*           + 
■ 
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Contoh Soal 1.7 

Tentukan nilai fungsi  (   )  
 

 
√         berikut ini 

untuk 
*(   )                           + 

Penyelesaian: 
Apakah nilai fungsi f dapat langsung ditentukan dengan 

menentukan bilai batas bawah dan batas atasnya seperti contoh 

1.6? Kita coba substitusi batas bawah titik (-10,-20) dan batas 

atas titik (10,20). 

>  

 

 

 

 
 

 

 

 
 

Hasil nilai batas bawah dan atas sama? Apakah nilai hasilnya 

sama untuk setiap titik?. Untuk lebih jelas lagi kita coba lihat 

grafik fungsi f berikut ini. 
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Gambar 1. 7 Grafik f(x,y)=1/2 √(25+x^2+y^2 ) 

 
Gambar 1.7 menunjukkan titik minimum berada di (0,0). Titik 
maksimum lokal pada batas bawah dan batas atas domain. 
Dengan demikian untuk menentukan nilai hasil atau daerah hasil 
dari fungsi f , kita tentukan juga nilai fungsi f di titik (0,0). 
  

 

 

 
 

Akhirnya, kita dapat menentukan nilai dari fungsi 

 (   )  
 

 
√         

dengan domain  
*(   )                           + 

adalah 
*               + 

■ 
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Contoh Soal 1.8 

Tentukan nilai fungsi  (   )        berikut ini untuk 
*(   )                      + 

Penyelesaian: 
Apa perbedaan antara soal 1.6 dengan 1.8? Ya, Anda benar. 

Domain berada pada bilangan Z. Artinya, bilangan bulat diantara 

0 dan 5 adalah 1, 2, 3, dan 4 sedangkan bilangan diantara 1 dan 3 

adalah 2. Dengan demikian, pasangan titik-titik yang memenuhi 

domain tersebut adalah (1,2), (2,2), (3,2), dan (4,2). Nilai fungsi 

pada titik-titik tersebut adalah: 

>  
 

 
 

 
 

 
 

 

 
■ 
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1.4.5 Fungsi Tiga Peubah 

Misalnya  (     ) di    maka nilai fungsi dapat dinyatakan 

sebagai  ( ) atau  (     ). Fungsi tersebut disebut sebagai 

fungsi tiga peubah f dan ditulis 

   (     ) 

Peubah x, y dan z adalah peubah bebas sedangkan peubah w 

adalah peubah tak bebas (peubah terikat). 

Misalnya fungsi f didefinisikan oleh  (     )         .  Kita 

dapat menuliskan fungsi f dalam bentuk    (     ) dengan x, 

y, dan z adalah peubah bebas dan w adalah peubah tak bebas. 

1.4.6  Grafik Fungsi Tiga Peubah 

Grafik fungsi tiga peubah belum dapat divisualisasikan karena 

fungsi terletak di ruang empat dimensi.  

1.4.7  Domain dan Nilai Fungsi Tiga Peubah 

Domain fungsi tiga dimensi adalah himpunan semua tripel 
terurut yang bersifat bahwa fungsi masuk akal dan memberikan 
sebuah bilangan real. 
 
Contoh Soal 1.9 

Diketahui (     )          . Tentukan: 
a. Domain fungsi f. 
b. Nilai  (      ) 

Penyelesaian: 
a. Fungsi f merupakan fungsi linear, maka domain fungsi f 

adalah seluruh titik (     )    . 
b.  (      )      ( )   ( )     . 

Komputasi dengan Maple dengan cara: 
>  
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■ 
 

Contoh Soal 1.10 

Diketahui  (     )  √       . Tentukan: 

a. Domain fungsi f. 
b. Nilai  (      ) 
c. Nilai  (       ) 

Penyelesaian: 

a. Ekspresi fungsi f akan terdefinisi dengan jika 

          sehingga domain adalah 

*(     )              + 

b. Nilai  (      ) dapat dihitung dengan bantuan Maple 

sebagai berikut: 

>  
 

 

 
Hasilnya merupakan bilangan imajiner, artinya titik (      ) 

bukan merupakan domain fungsi f.  Karena      

 

 
c. Nilai  (       ) dapat dihitung dengan bantuan Maple 

sebagai berikut: 

 
 

 
 

■ 
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Contoh Soal 1.11 

Diketahui  (     )  
 

√      
. Tentukan: 

a. Domain fungsi f. 
b. Nilai  (      ) 
c. Nilai  (         ) 
d. Nilai  (       ) 

Penyelesaian: 

a. Nilai fungsi f akan terdefinisi jika          
sehingga domain f adalah 

*(     )             + 
b. Nilai  (      ) dapat dihitung dengan bantuan Maple 

sebagai berikut: 

>  

 

 
 

c. Nilai  (         ) dapat dihitung dengan bantuan 
Maple sebagai berikut: 

 

 

Hasilnya merupakan bilangan imajiner, artinya titik 

(         ) bukan merupakan domain fungsi f.  Karena 

     

>  

 

d. Nilai  (         ) dapat dihitung dengan bantuan 
Maple sebagai berikut: 
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Error, (in f) numeric exception: division 
by zero 
Hasilnya tidak terdefinisi karena: 

 

 

■ 
 
 

1.5  Rangkuman 

 Fungsi dengan peubah banyak disebut juga fungsi n peubah. 
Suatu fungsi n peubah adalah suatu himpunan pasangan 
terurut yang berbentuk (   ).  (             ) adalah 
suatu titik di   . z adalah suatu bilangan real. 

 Fungsi dua peubah f dan ditulis    (   ) dengan domain 

adalah himpunan bagian dari    dan daerah nilainya 

merupakan himpunan bagian dari R. 

 Grafik fungsi dua peubah f adalah himpunan semua titik 

(     ) di    sedemikian rupa sehingga    (   ) dan 

(   ) berada di domain. 

 Fungsi tiga peubah f dan ditulis    (     ) dengan 

domain adalah himpunan bagian dari    dan daerah 

nilainya merupakan himpunan bagian dari R. 

 Grafik fungsi tiga peubah terletak di ruang empat dimensi. 
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1.6  Soal Latihan  

Jawablah pertanyaan-pertanyaan berikut ini. 

1. Didefinisikan fungsi  (   )          . Tentukan: 

a.  (   ) 
b.  (     ) 
c. Grafik fungsi f 

d. Domain dan daerah hasil fungsi f. 

e. Daerah hasil pada domain *(   )          

               + 

2. Didefinisikan fungsi  (   )      (   ). Tentukan: 

a. Domain fungsi f 

b. Grafik fungsi f 

c.  (   ) 
d.  (      ) 
e. Daerah hasil pada domain *(   )         

              + 

3. Didefinisikan fungsi  (     )         . Tentukan: 

a. Domain fungsi f 
b. Nilai  (      ) 

c. Daerah hasil pada domain *(     )          

                   + 

4. Didefinisikan fungsi  (     )       (     ). 

Tentukan:  

a. Domain fungsi g 

b.  (     ) 
c.  (     ) 
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23 | P a g e  
 

2. LIMIT FUNGSI DENGAN PEUBAH 

BANYAK 

 

2.1  Tujuan Praktikum 

Setelah mempelajari materi ini, mahasiswa dapat melakukan 

komputasi dengan bantuan Maple untuk menentukan nilai limit 

fungsi n peubah. 

2.2  Ruang Lingkup Materi 

 Limit fungsi dua peubah 

 Limit fungsi n peubah 

2.3  Sintaks Maple Limit Fungsi n Peubah 

Menentukan limit dua peubah dapat menggunakan sintaks 
berikut: 

limit(f, point) 

 

F Ekspresi aljabar 

Point Himpunan persamaan dari bentuk     dst. 

 

Limit fungsi  (   ) ketika (   )  (   ): 

     (  *       +) 

 

Limit fungsi  (     ) ketika (     )  (     ): 

     (  *           +) 

 

Limit fungsi  (       ) ketika (       )  (       ): 

     (  *               +) 
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Limit fungsi   ketika    : 

     (  *   +) 

 

Limit Kanan: 

limit(f, point, right) 

 

Limit Kiri: 

limit(f, point, left) 

 

 

2.4  Materi 

2.4.1 Limit Fungsi Dua Peubah 

Definisi 2.1 

Misalkan f adalah fungsi dua peubah yang domain-nya D 

mencakup titik-titik yang sengaja dipilih dekat dengan (   ). 

Maka kita katakan bahwa limit dari  (   ) seraya (   ) 

mendekati (   ) adalah L dan kita tulis  

   
(   ) (   )

 (   )    

Jika untuk setiap bilangan     terdapat bilangan yang 

berpadanan     sedemikian sehingga   (   )       

bilamana (   )    dan   √(   )  (   )   . 

Contoh 2.2 

Tentukan    (   ) (    )( 
           ). 

Penyelesaian: 

Dengan bantuan Maple diperoleh: 

>  
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■ 
 

Contoh 2.3 

Tentukan    (   ) (   )
     

   
. 

Penyelesaian: 

Dengan bantuan Maple diperoleh: 

>  

 

■ 
 

Contoh 2.4 

Tentukan    (   ) (   )
   

     
. 

Penyelesaian: 

Dengan bantuan Maple diperoleh: 

>  

 

■ 
 
Perhatikan hasil limit pada contoh 2.4. Nilai limit fungsi tersebut 
tidak ada atau tidak terdefinisi. Kenapa hal tersebut terjadi? 
Untuk melihat keadaan tersebut, kita coba lihat grafik fungsinya 
sebagai berikut: 
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Gambar 2. 1 Grafik fungsi f(x)=(x+y)/(x^2-y^2 ) 

Gambar 2.1 menunjukkan dengan sangat jelas bahwa tidak ada 

nilai 
   

     
 ketika mendekati (   ). 

Nilai limit  ( )  
   

     
 juga tidak ada pada semua titik    . 

Hal tersebut berkaitan dengan domain fungsi f itu sendiri. Pada 

Gambar 2.1 terlihat dengan jelas pada daerah tengah antara dua 

arsiran. Secara aljabar dapat dihitung nilai limit kanan dan kiri 

yang memiliki nilai yang tidak sama. 

>  
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■ 
 

Berdasarkan ketiga contoh tersebut, dapat disimpulkan bahwa 

nilai limit fungsi pada suatu titik memiliki dua kemungkinan 

“Ada” atau “Tidak Ada”. 

 

2.4.2 Limit Fungsi n Peubah 

Limit fungsi dua peubah dapat diperluas ke dalam fungsi tiga 

peubah atau n peubah. Limit fungsi tiga peubah ditulis: 

   
(     ) (     )

 (     )    

Notasi limit tersebut menunjukkan bahwa nilai  (     ) 

mendekati bilangan L seraya titik (     ) mendekati titik (     ) 

di sepanjang sebarang lintasan dalam domain f. Karena jarak 

antara titik (     ) dan titik (     ) di    diberikan oleh  

√(   )  (   )  (   ) , maka didefinisikan: 

Untuk setiap bilangan     terdapat bilangan yang berpadanan 

    sedemikian sehingga   (     )       bilamana 

(   )    dan   √(   )  (   )  (   )   . 

Contoh 2.6 

Tentukan    (     ) (      )( 
                ). 

Penyelesaian: 

Dengan bantuan Maple diperoleh: 

>  

 
■ 
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Contoh 2.7 

Tentukan    (     ) (     ) .
 

     
/. 

Penyelesaian: 

Dengan bantuan Maple diperoleh: 

>  

 

■ 
 

Contoh 2.8 

Tentukan    (     ) (     ) .
 

     
/. 

Penyelesaian: 

Dengan bantuan Maple diperoleh: 

>  

 

Nilai    (     ) (     ) .
 

     
/ tidak ada karena titik (     ) bukan 

domain fungsi 
 

     
. 

■ 
 

Contoh 2.9 

Tentukan    (       ) (       )(          ). 

Penyelesaian: 

Dengan bantuan Maple diperoleh: 

>  
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■ 

2.5  Rangkuman 

 Limit fungsi dua peubah dinotasikan dengan 

   (   ) (   )  (   )   . 

 Definisi limit fungsi dua peubah dapat diperluas untuk 

fungsi tiga peubah dan fungsi n peubah lainnya. 

 Domain fungsi menentukan ada atau tidak adanya nilai 

limit fungsi pada suatu titik. 

 

2.6  Soal Latihan  

Jawablah pertanyaan-pertanyaan berikut ini. 

1. Tentukan nilai limit fungsi berikut. Jika tidak ada, berikan 

alasannya. 

a.    (   ) (   )(            ) 

b.    (   ) (    )
      

      (  ) 
 

c.    (   ) (   )
             

  
 

d.    (     ) (      ) .
 

 
     

 

 
     

 

  
    / 

e.    (     ) (     ) .
   

     
/ 

f.    (     ) (       ) .
     

        
/ 

g.    (       ) (         )(        (    ) ) 

h.    (         ) (            ) .
         

     
/ 

2. Diketahui fungsi  ( )            . Apakah fungsi 

tersebut memiliki nilai limit untuk setiap dominannya? 

Jelaskan. 
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3. Diketahui fungsi  ( )  
             

   
. Apakah fungsi 

tersebut memiliki nilai limit untuk setiap dominannya? 

Jelaskan. 

4. Diketahui fungsi  ( )  
     

  
 Apakah fungsi tersebut 

memiliki nilai limit pada x = y? Jelaskan. 
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3. KONTINUITAS FUNGSI DENGAN 

PEUBAH BANYAK 

 

3.1 Tujuan Pembelajaran 

Setelah mempelajari materi ini, mahasiswa dapat melakukan 

komputasi dengan bantuan Maple untuk menentukan 

kontinuitas fungsi n peubah. 

3.2 Ruang Lingkup Materi 

 Pengertian kontinuitas fungsi n peubah 

 Sifat-sifat kontinuitas fungsi n peubah 

3.3 Sintaks Maple Kontinuitas Fungsi n Peubah 

Suatu fungsi yang didefinisikan dengan  (   )      ditulis: 

  (   )      

Menentukan nilai fungsi f di titik (   ) ditulis: 

 (   ) 

Suatu fungsi yang didefinisikan dengan  (     )        

ditulis: 

  (   )        

Menentukan nilai fungsi f di titik (     ) ditulis: 

 (     ) 
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Limit fungsi  (   ) ketika (   )  (   ): 

     (  *       +) 

 

Limit fungsi  (     ) ketika (     )  (     ): 

     (  *           +) 

 

3.4 Materi 

3.4.1 Pengertian Kontinuitas Fungsi n Peubah 

Definisi 3.1 

Jika f suatu fungsi n peubah dan A adalah suatu titik di     Maka f 

dikatakan kontinu di titik A jika dan hanya jika ketiga syarat ini 

terpenuhi: 

1)  ( ) ada 

2)        ( ) ada 

3)        ( )   ( ) 

Untuk fungsi f dua peubah, A adalah titik (   ) dan P adalah titik 

(   ). Dengan demikian, suatu fungsi f dua peubah dikatakan 

kontinu jika memenuhi persyaratan sebagai berikut: 

1)  (   ) ada 

2)    (   ) (   )  (   ) ada 

3)    (   ) (   )  (   )   (   ) 

Untuk fungsi f tiga peubah, A adalah titik (     ) dan P adalah 

titik (     ). Dengan demikian, suatu fungsi f tiga peubah 

dikatakan kontinu jika memenuhi persyaratan sebagai berikut: 

1)  (     ) ada 

2)    (     ) (     )  (     ) ada 
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3)    (     ) (     )  (     )   (     ) 

 

Contoh 3.2 

Jelaskan kontinuitas fungsi  (   )                di 

titik (2,3). 

Penyelesaian: 

Berdasarkan Definisi 3.1 dapat ditunjukkan dengan bantuan 

Maple berikut ini. 

>  
 

 
 

 
 

Hasil komputasi Maple jelas memenuhi tiga persyaratan 

kontinuitas fungsi pada Definisi 3.1. Dengan demikian, fungsi 

 (   )                kontinu di titik (2,3). 

■ 
 

Contoh 3.3 

Jelaskan kontinuitas fungsi  (   )  
        

   
 di titik (-3,3). 

Penyelesaian: 

Berdasarkan Definisi 3.1 dapat ditunjukkan dengan bantuan 

Maple berikut ini. 
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>  

 

 

 

 

 

Hasil komputasi Maple jelas memenuhi tiga persyaratan 

kontinuitas fungsi pada Definisi 3.1. Dengan demikian, fungsi 

 (   )  
        

   
 kontinu di titik (-3,3). 

■ 
Contoh 3.4 

Jelaskan kontinuitas fungsi  (   )  
        

   
 di titik (2,3). 

Penyelesaian: 

Berdasarkan Definisi 3.1 dapat ditunjukkan dengan bantuan 

Maple berikut ini. 

>  

 

 



35 | P a g e  
 

Error, (in f) numeric exception: division 
by zero 

 

 

Hasil komputasi Maple menunjukkan tidak memenuhi ketiga 

persyaratan kontinuitas fungsi pada Definisi 3.1. Dengan 

demikian, fungsi  (   )  
        

   
 diskontinu di titik (2,3). 

Kondisi fungsi f diskontinu pada titik (0,2) dapat dilihat pada 

gambaran grafik pada Gambar 3.1 berikut ini yang menunjukkan 

tidak terhubungnya grafik pada titik (0,2). 

>  

 
Gambar 3. 1 Grafik fungsi f(x,y)=(x^3 〖+y〗^2+xy)/(x-2) 

■ 
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3.4.2 Sifat-sifat Kontinuitas Fungsi n Peubah 

Teorema 3.5 

Misalkan f dan g dua fungsi yang kontinu di titik (   ). Maka  

1)     kontinu di (   ) 

2)     kontinu di (   ) 

3)    kontinu di (   ) 

4) 
 

 
 kontinu di (   ), dengan  (   )     

Contoh 3.6 

Misalkan  (   )          dan  (   )         adalah 

fungsi-fungsi yang kontinu pada titik (-10,10). Jelaskan 

kontinuitas fungsi     pada titik (-10,10). 

Penyelesaian: 

Berdasarkan Teorema 3.5 jelas bahwa fungsi     kontinu pada 

titik (-10,10). Mari kita tunjukkan kontinuitas tersebut dengan 

menggunakan Definisi 3.1, komputasi menggunakan Maple 

berikut. 

>  
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Hasil komputasi Maple jelas memenuhi tiga persyaratan 

kontinuitas fungsi pada Definisi 3.1. Dengan demikian, fungsi 

    kontinu di titik (-3,3). 

■ 

Teorema 3.7 

Fungsi polinom dua peubah kontinu di setiap titik di   . 

Contoh 3.8 

Jelaskan kontinuitas fungsi  (   )                di 

setiap titik di   . 

Penyelesaian: 

Fungsi  (   )                merupakan fungsi 

polinom dua peubah. Berdasarkan Teorema 37, fungsi polinom 

dua peubah kontinu di setiap titik di   . Teorema ini dapat 

ditunjukkan dengan membuat grafik fungsi f pada sebarang 

domain di    berikut ini. 

>  
 

 

 
Gambar 3. 2 Grafik f(x,y)=x^3 y^2+xy-2x-2y 



38 | P a g e  
 

 

Teorema 3.9 

Fungsi rasional dua peubah kontinu di setiap titik di domainnya. 

Contoh 3.10 

Jelaskan kontinuitas fungsi  (   )  
        

   
 di setiap titik di 

  . 

Penyelesaian: 

Fungsi  (   )  
        

   
 merupakan fungsi rasional dua 

peubah. Berdasarkan Teorema 3.9, fungsi rasional dua peubah 

kontinu di setiap titik domain *(   )        +. 

■ 

Contoh 3.11 

Misalkan  (   )              dan  (   )        

Jelaskan kontinuitas fungsi     di setiap titik di   . 

Penyelesaian: 

>  
 

 
 

 
 

Berdasarkan Teorema 3.7, fungsi polinom dua peubah kontinu di 

setiap titik di   . Fungsi     merupakan fungsi polinom. 

Dengan demikian fungsi     kontinu di setiap titik di   . 

■ 

Teorema 3.12 
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Misalkan f suatu fungsi satu peubah dan g suatu fungsi peubah. 

Misalkan pula  (   ). Maka fungsi komposisi     kontinu di 

(   ).  

Contoh 3.13 

Jelaskan kontinuitas fungsi  (   )    (    ) di setiap titik di 

  . 

Penyelesaian: 

Fungsi  (   )    (    ) merupakan fungsi komposisi sebagai 

berikut: 

Misalkan fungsi  (   )       merupakan fungsi dua peubah 

berbentuk polinom yang kontinu di setiap titik (   )    . 

Misalkan fungsi  ( )    ( ) merupakan fungsi satu peubah 

berbentuk logaritma natural yang kontinu     pada R. 

Sehingga, 

 (   )  (   )(   )   ( (   ))   (    )    (    ). 

Berdasarkan Teorema 3.12, fungsi komposisi kontinu di 

*(   )         + .  

Secara visual, kontinuitas fungsi h dapat dilihat pada Gambar 3.3 

grafik fungsi  (   )    (    ) dan pada daerah domain 

fungsi h pada Gambar 3.4 berikut ini. 

>  
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Gambar 3. 3 Grafik Fungsi h(x,y)=ln〖(xy-2)〗 

>  

 
Gambar 3. 4 Domain Fungsi h(x,y)=ln〖(xy-2)〗 

■ 
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3.5  Rangkuman 

 Fungsi dengan n peubah memiliki kemungkinan kontinu 

atau diskontinu pada suatu titik di   .  

 Untuk menunjukkan kontinuitas fungsi dapat ditentukan 

dengan menggunakan definisi atau teorema.  

 Fungsi dengan dua peubah dalam bentuk polinom 

kontinu di setiap titik pada    sedangkan fungsi rasional 

dua peubah kontinu di setiap titik pada domain. 

 

3.6  Soal Latihan  

Jawablah pertanyaan-pertanyaan berikut ini: 

1. Tentukan kontinuitas fungsi-fungsi berikut pada titik 

(0,0). 

a.  (   )       

b.  (   )  
   

     
 

2. Tentukan kontinuitas fungsi-fungsi berikut pada setiap 

titik di   . 

a.  (   )             

b.  (   )  
      

       
 

c.  (   )  √         

3. Diketahui fungsi (     )     (    ). Jelaskan 

kontinuitas berikut ini. 

a. Di titik (0,0) 

b. Di *(   )                          +. 

c. Di setiap titik pada    
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4. TURUNAN FUNGSI DENGAN PEUBAH 

BANYAK: TURUNAN PARSIAL 

4.1 Tujuan Praktikum 

Setelah mempelajari materi ini, mahasiswa dapat melakukan 

komputasi dengan bantuan Maple untuk menentukan turunan 

fungsi n peubah. 

4.2 Ruang Lingkup Materi 

 Turunan parsial fungsi dua peubah 

 Turunan parsial fungsi n peubah 

 Turunan yang lebih tinggi 

4.3  Sintaks Maple Turunan Fungsi n Peubah 

Sintaks turunan fungsi n peubah dapat ditulis dalam notasi 

turunan yang dapat diperoleh dari ekspresi kalkulus atau dapat 

digunakan kata diff seperti yang disajikan pada Tabel 4.1 berikut 

ini. 

Tabel 4. 1 Sintaks Turunan Fungsi 

Perintah Parameter 
diff(f, x1, ..., xj) 
diff(f, [x1$n]) 
diff(f, x1$n, 
[x2$n, x3], ..., xj, 
[xk$m]) 
  

 

 

 

F eksresi 
aljabar 
atau 
persamaan 

x1, x2, ..., xj nama 
peubah 
diferensial 

n representa
si order ke-
n 
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4.4  Materi 

4.4.1 Turunan Fungsi Dua Peubah 

Definisi 4.1 

Jika f adalah fungsi dua peubah, turunan parsialnya adalah fungsi 

   dan    yang didefinisikan oleh: 

  (   )     
   

 (     )   (   )

 
 

  (   )     
   

 (     )   (   )

 
 

Notasi turunan parsial jika    (   ) yaitu: 

  (   )     
  

  
 
 

  
 (   )  

  

  
            

  (   )     
  

  
 
 

  
 (   )  

  

  
            

Contoh 4.2 

Diketahui fungsi  (   )              . Gambar grafik 

fungsi f, 
  

  
, grafik 

  

  
, 
 

  
 (    ) 

  

  
, grafik 

  

  
, dan 

 

  
 (    ). 

Penyelesaian: 

>  
 

>  
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Gambar 4. 1 4.1 Grafik f(x,y)=2x^3+x^2 y^3-2y^2 

>  

 

>  

 
Gambar 4. 2 Grafik ∂/∂x(2x^3+x^2 y^3-2y^2) 

>  
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>  

 

 

 
Gambar 4. 3 Grafik ∂/∂y(2x^3+x^2 y^3-2y^2) 

 
 

 
 

■ 
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4.4.2 Turunan Fungsi n Peubah 

Definisi 4.3 

Jika u adalah fungsi n peubah,    (             ), turunan 

parsialnya terhadap peubah    ke-I didefinisikan oleh: 

  

   
    
   

 (                              )   (             )

 
 

 

Notasi turunan parsial fungsi n peubah yaitu: 

  

   
 
  

   
           

Contoh 4.4 

Tentukan turunan parsial pertama dari fungsi-fungsi berikut. 

a.  (     )            

b.  (     )     (      ) 

c.  (       )  √          

Penyelesaian: 

Berikut adalah hasil komputasi Maple secara berurutan untuk 

mendapatkan turunan parsial fungsi-fungsi a, b, dan c. 

>  
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■ 

Contoh 4.5 

Diketahui fungsi  (     )     (        ). Tentukan 

  (     ),   (      ),   (     ). 

Penyelesaian: 

Dengan bantuan Maple diperoleh: 

>  
 

 

 
 

 
 

 

 
 

 

 
 

 
 

 

 
 

 
 



50 | P a g e  
 

 
 

 

■ 

  

4.4.3 Turunan Fungsi yang Lebih Tinggi 

Misalkan f adalah fungsi dua peubah. Turunan parsial pertama 

fungsi f adalah 

   dan   . 

Turunan parsial kedua dari fungsi f adalah 

(  ) , (  ) , (  ) 
, dan (  ) 

. 

Turunan parsial kedua dari fungsi f dapat ditulis dalam beragam 

notasi berikut ini. 

(  )          
 

  
(
  

  
)  

   

   
 
   

   
 

(  )          
 

  
(
  

  
)  

   

    
 
   

    
 

(  ) 
         

 

  
(
  

  
)  

   

    
 
   

    
 

(  ) 
         

 

  
(
  

  
)  
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Contoh 4.6 

Diketahui fungsi  (   )           . Tentukan turunan 

parsial ke dua fungsi f dan gambarkan grafiknya beserta 

turunan-turunannya. 

Penyelesaian: 

Dengan bantuan Maple diperoleh: 

>  
 

 

 
Gambar 4. 4 Grafik f(x,y)=x^4+x^3 y^2-y 

>  
 

>  
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Gambar 4. 5 Grafik (∂^2 (x^4+x^3 y^2-y))/(∂x^2 ) 

>  
 

>  

 

Gambar 4. 6 Grafik (∂^2 (x^4+x^3 y^2-y))/∂y∂x 

>  
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Gambar 4. 7 Grafik (∂^2 (x^4+x^3 y^2-y))/∂x∂y 

>  
 

 

 
Gambar 4. 8 Grafik (∂^2 (x^4+x^3 y^2-y))/(∂x^2 ) 
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4.5 Rangkuman 

 Banyaknya peubah dan order turunan mempengaruhi 

banyaknya bentuk turunan parsial suatu fungsi 

 Turunan parsial pertama fungsi dua peubah  (   ) 

memiliki bentuk    dan   . 

 Turunan parsial pertama fungsi tiga peubah  (     ) 

memiliki bentuk   ,    dan   . 

 Turunan parsial kedua fungsi dua peubah  (   ) 

memiliki bentuk    ,    ,    , dan    . 

 

4.6  Soal Latihan  

Jawablah pertanyaan-pertanyaan berikut ini: 

1. Diketahui fungsi (   )  
   

   
 . Tentukan: 

a. Grafik f 

b.  
  

  
 

c. Grafik 
  

  
 

d.  
 

  
 (   ) 

e.  
  

  
 

f. Grafik 
  

  
 

g. 
 

  
 (   ). 

2. Diketahui fungsi  (   )  
   

        
. Tentukan semua 

turunan parsial orde dua pada titik (-5,5). 

3. Diketahui fungsi  (     )                   

     . Tentukan semua turunan parsial ketiga fungsi f. 
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5. INTEGRAL LIPAT 

 

5.1 Tujuan Praktikum 

Setelah mempelajari materi ini, mahasiswa dapat melakukan 

komputasi dengan bantuan Maple untuk menentukan integral 

fungsi n peubah. 

5.2 Ruang Lingkup Materi 

 Integral Lipat Dua 

 Integral Berulang 

 Integral Lipat Dua pada Daerah Umum 

5.3  Sintaks Maple Limit Fungsi n Peubah 

Tabel 5.1 berikut ini menyajikan sintaks Maple untuk 

menentukan nilai integral suatu fungsi. 

Tabel 5. 1 Sintaks Integral 

Perintah Parameter 

int(expression,x, 

options) 

int(expression,x=a..b, 

options) 

int(expression, [x, y, 

...], options) 

int(expression, [x = 

a..b, y = c..d, ...], 

options) 

 

 

 

expression  ekspresi 

aljabar 

x, y variabel 

integral 

a, b, c, d batas 

integral 

 

Maple memberikan tutorial untuk turunan dengan banyak 

peubah berupa ilustrasi integral Riemann. Anda dapat menekan 

bagian tools, tutors, calculus-multivariate, dan approximate 

integration seperti pada Gambar 5,1 berikut ini.  
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Gambar 5. 1 Tools Aproksimasi Nilai Integral 

Setelah Anda menekan approximate integration, akan muncul 

tampilan seperti pada Gambar 5.2. Kemudian Anda dapat 

memasukkan fungsi, batas, dan banyaknya partisi. Anda juga 

dapat memilih metode aproksimasi integral dengan titik tengah, 

batas bawah, atau batas atas. 

 

Gambar 5. 2 Tools Aproksimasi Nilai Integral 
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Maple juga memberikan cara lain untuk menentukan 

aproksimasi nilai integral dengan sintaks sebagai berikut: 

 

ApproximateInt(f(x,y), x=a..b, y=c..d, z=e..f, opts) 

Untuk melihat visual grafik yang akan dicari nilai integralnya 

dapat menggunakan sintaks sebagai berikut: 

 

implicitplot3d(fingsi, x=a..b, y=c..d, z=p..q, options) 

 

 

5.4  Materi 

5.4.1 Integral Lipat Dua 

Definisi 5.1 

Integral lipat dua dari f pada segiempat R adalah 

∬ (   )      
     

∑∑ (   
     

 )

 

   

 

   

  

 

 

Jika limit ini ada. 

 

Integral lipat dua ini merupakan perluasan dari integral tentu 

Riemann fungsi satu variabel. Dalam konteks fungsi dua peubah, 

integral lipat dua merupakan aproksimasi jumlah volume balok-

balok seperti yang ditunjukkan dalam definisi 5.1 tersebut. 

Contoh 5.2 

Hitunglah nilai aproksimasi integral ∬ (      )  
 

 dengan 

  *(   )            + dan      . 
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Penyelesaian: 

Aproksimasi nilai integral fungsi  (   )         ditentukan 

dengan bantuan Approximate Integration. Kita masukkan fungsi 

f, batas bawah (   ) dan atas (   ) interval sumbu x, batas 

bawah (   ) dan atas (   ) interval sumbu y, dan banyaknya 

partisi (       ). 

Banyaknya partisi interval yang dipilih akan menentukan 

banyaknya balok yang terbentuk. Jika kita menentukan 

            maka kita akan mendapatkan empat balok yang 

memenuhi fungsi f. 

Terdapat tiga metode pendekatan yang dapat dipilih yaitu titik 

tengah (Gambar 5.3), batas atas (Gambar 5.4), dan batas bawah 

(Gambar 5.5).  

 
Gambar 5. 3 Nilai _R(2x-3y^2 )dA dengan Metode Titik 

Tengah 
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Gambar 5.3 menunjukkan nilai pendekatan integral fungsi f 

adalah -9,8750. Nilai tersebut mendekati nilai aktualnya yaitu -

10. 

 
Gambar 5. 4 Gambar 5.4 Nilai _R(2x-3y^2 )dA dengan 

Metode Batas Atas 

Gambar 5.4 menunjukkan nilai pendekatan integral fungsi f 

adalah -3,7500. Nilai tersebut jauh dari nilai aktualnya yaitu -10. 
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Gambar 5. 5 Nilai _R(2x-3y^2 )dA dengan Metode Batas 

Bawah 

Gambar 5.5 menunjukkan nilai pendekatan integral fungsi f 

adalah -16,750. Nilai tersebut jauh dari nilai aktualnya yaitu -10. 

Berdasarkan Nilai yang diperoleh dari tiga metode tersebut, 

metode titik tengah merupakan metode yang paling mendekati 

nilai aktual dari ∬ (      )  
 

 dengan   *(   )     

       + dan      . 

■ 

Bagaimana jika partisi interval di tambah? Kita coba ambil partisi 

interval       . Artinya kita akan mendapatkan 100 balok. 

Kemudian kita perhatikan, apa yang terjadi pada nilai 

aproksimasi? 
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Gambar 5. 6 Nilai _R(2x-3y^2 )dA dengan Metode Titik 

Tengah partisi 10x10 

Gambar 5.6 menujukkan nilai pendekatan integral tersebut 

makin mendekati nilai aktual. Dengan demikian banyaknya 

partisi yang ditentukan menentukan nilai aproksimasi. Makin 

banyak partisi interval, maka nilai aproksimasinya makin 

mendekati nilai aktualnya. 

Dengan cara lain, kita dapat mendapatkan gambar grafik seperti 

pada Gambar 5.6 dengan menggunakan sintaks yang lain. 

>  
> 
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Gambar 5. 7 Aproksimasi Nilai Integral 

 

5.4.2 Integral Berulang 

Integral lipat dua menghasilkan nilai pendekatan suatu fungsi 

dalam batas tertentu yang merupakan suatu volume bangun. 

Untuk mendapatkan nilai aktual, kita dapat menghitungnya 

dengan konsep integral berulang. Gambar 5.7 memunculkan 

ekspresi integral berulang yaitu ∫ ∫  (   )    
 

 

 

 
. Secara umum, 

ekspresi integral berulang fungsi dua peubah adalah sebagai 

berikut: 

∬ (   )

 

   ∫ [∫ (   )

 

 

  ]
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∬ (   )

 

   ∫ [∫  (   )

 

 

  ]

 

 

   

Dengan demikian, jelaslah bahwa integral berulang pada fungsi 

dua peubah berpadanan dengan integral lipat pada fungsi dua 

peubah. Dengan bantuan Maple, kita dapat menghitung nilai 

∫ ∫       
 

 

 

 
     sebagai berikut: 

>  

 

Hailnya aktual atau eksak menunjukkan -10. 

■ 

Contoh 5.3 

Hitunglah ∫ 0∫ (     )
 

 
  1

 

 
  . 

Penyelesaian: 

Perhitungan integral dengan Maple sebagai berikut: 

>  

 

■ 

 

Contoh 5.4 

Hitunglah ∫ 0∫ (     )
 

 
  1

 

 
  . 

Penyelesaian: 
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Perhitungan integral dengan Maple sebagai berikut: 

>  

 

■ 

Contoh 5.3 dan 5.4 menunjukkan hasil perhitungan integral yang 

sama dari kedua ekspresi integral berulang. 

 

5.4.3 Integral Lipat Dua pada Daerah Umum 

Perhatikan pembahasan integral lipat dua dan integral berulang 

yang telah kita pelajari. Secara grafik, domain fungsi tersebut 

berbentuk persegi atau persegi panjang yang dibatasi oleh 

interval pada sumbu x dan sumbu y seperti yang diilustrasikan 

dalam Gambar 5.3 sampai 5.6. Secara aljabar, volume yang 

dibatasi oleh fungsi dan domainnya dinyatakan dalam suatu 

integral dengan batas bawah dan atas merupakan bilangan real.  

Pada kenyataannya, seringkali dibutuhkan perhitungan suatu 

volume dengan domain tidak berbentuk persegi/persegi 

panjang. Integral lipat berbentuk: 

Jika f  kontinu pada daerah domain D sedemikian rupa sehingga 

  *(   )         ( )      ( )+ 

maka 

∬ (   )

 

   ∫ ∫  (   )

  ( )

  ( )
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Contoh 5.5 

Hitunglah daerah fungsi  (   )       yang dibatasi oleh 

parabola       dan       .  

Penyelesaian: 

Kita ingin melihat grafik fungsi f yang dibatasi oleh kedua 

parabola dengan bantuan Maple sebagai berikut: 

>  
> 

 

 

Gambar 5. 8 Grafik f(x,y)=x+2y yang dibatasi oleh parabola 
y=2x^2 dan y=x^2+1 

Berdasarkan Gambar 5.8 kita dapat melihat domain untuk 

menghitung volume dibawah (   )       yang dibatasi oleh 

parabola       dan       . Domain tersebut pada sumbu-

x terlihat ada pada interval [-1,1] sedangkan pada sumbu-y pada 

,        -. 

Batas interval pada sumbu-x juga dapat dihitung dengan: 
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>  
 

Dengan integral lipat, kita dapat menghitung volumenya sebagai 

berikut: 

>  

 

 

 

 

5.5  Rangkuman 

 Integral lipat dua (fungsi dua peubah) sepadan dengan 

integral berulang fungsi dua peubah. 

 Teknik integral lipat dapat digunakan untuk menghitung 

volume suatu bangun yang dibatasi oleh fungsi-fungsi 

yang ditentukan. 

 Integral lipat untuk menghitung volume sangat 

bergantung pada domain fungsi. 

 

 

 

5.6  Soal Latihan  

Jawablah pertanyaan-pertanyaan berikut ini: 

1. Hitunglah nilai aproksimasi integral ∬ √        
 

 

dengan   *(   )            + dan      . 



67 | P a g e  
 

2. Tentukan: 

a.  

b.  

c.  

d.  

e.  

f.  
 

3. Hitunglah daerah fungsi  (   )       yang dibatasi 

oleh parabola       dan       .  
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KUNCI JAWABAN 

 

Soal Latihan Bagian 1 
 
Nomor 1a 
>  

 
 

 
Nomor 1b 

 
 

Nomor 1c 
 

 
Nomor 1d 
Domain f adalah pada setiap titik (   )    . Daerah nilai f di R. 
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Nomor 1e 
Daerah hasil/nilai dari f pada domain tersebut adalah 
*            +. 
 

 
 

 
 

 

 
 
Nomor 2a 
Domain fungsi f adalah *(   )           + 
 
Nomor 2b 
Grafik fungsi f 

>  
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Nomor 2c 
>  

Error, (in ln) numeric exception: division by zero 
 
Nomor 2d 
>  

 
 
Nomor 2e 
Daerah hasil/nilai dari f pada domain tersebut adalah 
*             +. 
>  
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Nomor 3a 
Fungsi f merupakan fungsi polinom, maka domain fungsi f adalah 
seluruh titik (     )    . 
 
Nomor 3b 

>  
 

 
 

Nomor 3c 
Daerah hasil pada domain tersebut adalah pada titik-titik berikut 
ini: 
(       ) (       ) (      ) (      ) (      ) (      )  
>  
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Daerah hasil domain tersebut dapat ditulis: 
*           +. 
 
Nomor 4a 
Ekspresi fungsi f akan terdefinisi dengan jika         
sehingga domain adalah 

*(     )            + 
Nomor 4b 
Titik (0,0,0) bukan domain sehingga tidak memiliki nilai di titik 
tersebut. 
>  

 

 
Error, (in ln) numeric exception: division 
by zero 
 
Nomor 4c 
>  
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Soal Latihan Bagian 2 
Nomor 1a 

>  
 

Nomor 1b 

>  

 

Nomor 1c 

>  

 

Nomor 1d 

>  

 

 

 

Nomor 1e 

>  

 

Nomor 1f 

>  

 

Nomor 1g 

>  
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Nomor 1h 

>  

 

Nomor 2 
Fungsi  ( )             merupakan fungsi polinom. 
Fungsi polinom memiliki nilai limit di setiap titik di (   )    . 
 
Nomor 3 

Fungsi  ( )  
             

   
 akan terdefinisi dengan baik jika 

    . Fungsi f akan memiliki nilai limit pada domain 
*(   )         +. Misalnya Fungsi f tidak memiliki nilai limit 
pada titik (0,0)    , (0,1)     seperti terlihat pada grafik 
berikut. 

>  
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Nomor 4 

>  

 

Soal Latihan Bagian 3 
Nomor 1a 
>  

 

 
 

 

 
Nomor 1b 

 

 

 

 
Error, (in f) numeric exception: division 
by zero 

 

 

Nomor 2a 
Fungsi  (   )       merupakan polinom sehingga fungsi f 
kontinu di setiap titik (   )    . 
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Nomor 2b 

Fungsi  (   )  
   

     
 merupakan fungsi rasional sehingga 

fungsi f kontinu pada domainnya yaitu *(   )          + 

>  

 

 

 
>  
>  
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Nomor 2c 

Fungsi  (   )  √         merupakan fungsi komposisi 

sebagai berikut: 

Misalkan fungsi  (   )           merupakan fungsi dua 

peubah berbentuk polinom yang kontinu di setiap titik 

(   )    . Misalkan fungsi  ( )  √  merupakan fungsi satu 

peubah berbentuk akar kuadrat yang kontinu di     pada R. 

Sehingga, 

 (   )  (   )(   )   ( (   ))   (        )  

√        . 

Berdasarkan Teorema 3.12, fungsi komposisi kontinu di 

*(   )             + .  

Secara visual, kontinuitas fungsi h dapat dilihat pada gambar 
berikut. 

>  

 
>  
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Nomor 3a, b, c 
Fungsi  (   )     (    ) merupakan fungsi komposisi yang 
kontinu di setiap titik pada   . Dengan demikian, fungsi f kontinu 
pada titik (0,0) dan pada *(   )                  
        +. 
>  
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Soal Latihan Bagian 4 
Nomor 1 

>  

 

 

 
>  
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>  
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>  

 

 
 

Nomor 2 

>  
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Nomor 3 

>  
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Soal Latihan Bagian 5 
Nomor 1 
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Nomor 2 

>  
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Nomor 3 
>  
> 

 

 

>  
 

 

 

 

 

 

 

 


